Nombres complexes

NOMDIES COMPIEXES ... ittt ettt e e h e st et e e te e teesaesae e s teeseeste e beaneesneenseesnearaenreens 1
I B (-1 T T 0 LSS PRRSRR 2
N - Tox (1 =0 0T 1] T [ UL SRS 4
3. FOrMUIE U8 IMIOIVIE ...ttt e et e b e e s e et e e et e e saee et e e s beeanteeaneeanrs 6
4. Calculer un produit, un quotient, une puissance FACILEMENT gréace a la forme exponentielle... 8
5. Factorisation — TCL 5 IBIME ..oueeiuieieiie ettt e e s b e et e e esteebeanaesseenreennenres 9
6. ENSEMDIES 0B POINTS ...oviieiie ittt e et a e et e e srb e e beeenbeesreesnbeenreeas 10
7. TeStS COMMUNS U8 4% ... s s s es e e e sesssssssnsnaees 11

1

Nombres complexes



1. Révisions

Quelques formules importantes qui ne sont pas sur le formulaire:

laffixe du vecteur AB = Zy5 =Zp— 2,
zaﬁ+ﬁ=az,—i+ﬂz§ ,AER BER
la distance AB = |z3|.

Exercice 1

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; U, V).
Soit les points A; d’affixes z; données ci-dessous.
Ecrire chacun des nombres complexes ci-dessous sous forme algébrique.
Ensuite, placer dans le plan les points A; quand c’est possible.
1) z,=1-1)+ 2+ 30)
2) z,=(1—-0)(2+30)

(=D
3) z3= (2+31)
Exercice 2

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; U, V).

Soit les points A; d’affixes z; données ci-dessous.

Pour chacun des nombres complexes ci-dessous, calculer son module, un de ses arguments et une de ses
formes trigonométriques.

Ensuite, placer dans le plan les points A4;.

l) Z1=_4‘+4‘l

2) z, =5i
3) 23=_6
4) Z4_:0
5) zZg = —V3—3i
_1_.¥3
6) A
Exercice 3
ma.i;~.+2(z—i)=0; b. (4+1)z2=3-2.
ma.(:+2i)(2:—3+i):0.

57. Le complexe u, est-il une solution de I’équation (E) ?
a) u=-1+2i,(F) © (2—-1i)z =5i;
by u=4i,(E) e (1—-i)z=3i;

Exercice 4

Lire les affixes des vecteurs AB, AC, CB, OC, A4, DO.
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Exercice 5

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O; i I) d’unité 1 cm.
Soit A et B les points d’affixes respectives z, = —2 + i et zz = 3i.

Soit C et D les points d’affixes respectives z, = 2 —ietzp = —1 — 2i.
Donner I’affixe du vecteur AB.

Calculer la distance AB.

Donner 1’affixe du vecteur CD.
Calculer la distance CD.

Donner I’affixe du vecteur —3A4B.
Donner 1’affixe du vecteur —34B — 2CD.

Calculer I’affixe du point E sachant que AE = 24B - 3DC.

Placer les points A, C, D dans le plan.

Calculer I’affixe du point H pour que ACDH soit un parallélogramme.

Placer le point H dans le plan.

I. Soit le point I d’affixe —2 — 3i. Placer le point I dans le plan. Prouvez que le triangle ACI est
isoceleen C.

SQ@ o o0 o

Exercice 6

Calculer z, le complexe conjugué de z.
Que valent la partie réelle et la partie imaginaire de Z.
Est-ce que Z est un réel?
Est-ce que Z est un imaginaire pur?

a) z=B+5i)+ (4 —-20)

b) z= (3 +5i) + (—4 — 5i)

c) z=(3+5i)—(3—-750)

d) z=(-3+5i)—(—3+5i)
Solution des exercices 1 & 6:
Exercice 1

R . 1 5.
1)3+2i 2)5+i 3)— Sk
Exercice 2
1) 4v/2 (cos (%") + isin (%n)) 72)5 (cos (g) + isin (g)) ; 3) 6(cos(m) + isin(m)) ;4) le module |z,| vaut 0, z, n’a pas
d’argument, z, n’a pas de forme trigonométrique ;
-2 .. -2 . -7 PR -7 . T .. s
5) 2v/3 (cos (T) + isin (T)) ;6) 1 (cos (T) + isin (?)) V2 (cos (Z) + isin (Z))'
Exercice 3
2 4 15 3i .3 i

398 {2+ 510 {2 - 2140 &) {263 - 5}
57)a)Oui b)Non.
Exercice 4
A)zzp = 20, zzp = —2+i,2e5 =2 —3i, 25 = 21, 253 = 0, zp5 = —4.
Exercice 5
Q)75 =2+ 2i b)AB = 2V2 ¢)z5 = -3 — i d)CD = V10 ) —6 — 6i f)—4i g) z; = —7 + 2i h) z; = —=51i) AC = 2V/5 =
IC.
Exercice 6
a)z=7-3i,Re(2) =7,Im(Z) = —3, Z n'est pas un réel, Z n'est pas un imaginaire pur;
b)Z=—-1,Re(2) = —1,Im(Z) = 0, Z est un réel, Z n'est pas un imaginaire pur;
c)Z = —10i, Re(z) = 0,Im(z) = —10, Z n'est pas un réel, Z est un imaginaire pur;
d)Z=0,Re(2) =0,Im(Z) =0, Z est un réel, Z est un imaginaire pur.
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2. Lecture graphique

Exercice 7

Le plan complexe est muni d'un repéere orthonormal direct (0;u, v) d'unités graphiques a cm

(remarque : a dépend de I’impression de ce fichier).
L'affixe du point A; est le complexe z;.

/
; A% A A«
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" Ay A WA,
A XA
9
v
AS ! Aj %y A'\L\
______ i __}/\ / —
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x(\} ”i X AS
¥
} /\4(
| b 4
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X XP\M
A«.L

X
?>

Remplir le tableau suivant par lecture graphique, SANS CALCUL.

Affixe | Module Argument Forme trigonométrique Forme exponentielle
en principal
unités (arrondi a
de une valeur
longueur | remarquable)
(arrondi
a l'unité)
Z1
Z3
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Solution de I’exercice 7

s T .
z 4 4(COSZ+i5inZ) 4eiF

N

21 2n | 2m 2m
2z 2 - 2(cos?+zsm?) 2e'3

— -7 - -

Z3 1 — l(cos?+isin?) 1e'®

=5

;22 i i ;5T i . L . . - .

z,=3e' 3 ,z5=1e'",z5=2e"+;2z,=1¢€""6 ;23 =3¢e'2, |z5| = 0, zo n'a ni argument principal, ni forme trigonométrique, ni forme
. 5T L= . =37 LT , Lo .31 T
exponentielle; z,o = 4e'e;2;, =2e' 2,2, =3e"+ ;z35=2¢€'3,z,=3e% zis=1e'3,z=3e"+;2,=2¢e's.
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3. Formule de Moivre
Soient z et z' deux complexes.
Propriété

1z Z'| = |z||Z'|
Siz#0etz #0alors:
si on additionne un argument de z avec un argument de z’, on obtient un argument de z z'.

Preuve

Siz+0etz #0alors:
[r(cos@ + isin@)][r'(cos B+ isin6)]
=rr'(cosf +isinf)(cosO +isinh")
=r1'(cosf@cos@' +icosfsinfh +isinfcosh’ +i%sinhsinfh’)
=1r71'(cosf cosf’' —sinfsinf’' + i(cosHsinh' + sinh cos "))
=r7r'(cos(6 +8") +isin(6 +6"))
Siz=0ouz =0alors:

lzZ'| =10 =0
|zl =00ul|z'|=0
1z||z'| = 0

|z Z'| = |z||Z|

c.q.f.d.
Propriété
Siz' # 0alors:
|Z| ||
7zl 7]
Siz+0etz # 0alors:
si a un argument de z on soustrait un argument de z’, on obtient un argument de 5

Preuve
Siz+0etz # 0alors:
r(cos 6+isin 6) __ r(cos@+isin0) (cos@'—ising’)
r'(cos8'+isin8’) " r'(cos@'+isin8") * (cos@'—isin8")

7(cos 0+i sin 8)(cos(—0')+isin(-6"))
r'(cos20'—i%sinZ9")

r(cos(6—-0')+isin(6-6"))

. r'(cos? @' +sin2 8')

=—(cos(0 —0")+isin(6 —08"))

,rl

Siz=0etz' =0alors:

z
7 =101=0
|z| =0

lzl _

|z/|

|Z| |z|

Z'1 7

c.g.f.d.
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Propriété

Soient O et 8’ deux réels.
En définissant e’ = cos @ + i sin 8 on obtient :

eif ¢it’ = (cos 8 + isinB)(cos’ + isinh")
=cos(0+6") +isin(0+6")
= oi(6+6")
= pio+id’
1 1 cos0+isin0 .. ..
o = s~ cociicing cos(0 —0) + isin(0 — 8) = cos(—8) + i sin(—6)
_ oi(-0) _ ,-if
ei@ ) 1 - , o,
— ,if — ,i0 ,i(-8") — ,i6-i6
g0 ¢ Lo ¢ i) = e
vn € N: (eie)n = e (¢’est la formule de Moivre)
En effet : Initialisation (n = 0) :

1\ 0 P
(e'®)” =1 (par définition)
el09 = o0 = cos0 +isin0 =1
(eie)o — i00
On a donc I’initialisation.
Hérédité :
Supposons que pour un n fixé (e?®)" = e?,
(eie)"“ _ (eie)neie — pinfoif — pinf+i0 _ ,i(n+1)0
On a donc I’hérédité.
On a donc la formule de Moivre.
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4. Calculer un produit, un quotient, une puissance FACILEMENT gréce a
la forme exponentielle

Exercice 8
Remplir le tableau suivant.

Zq Zy La forme exponentielle PRINCIPALE
('argument € |—m;m]) de
a) Zy. 23 = Zi. Zy =
4e'F | 3¢i%
e 4 e 6
b) I _ Z_
4ei% | 36T |7 w2
e e 6
2 ()" = () =
. —TT
2e'3
d) Zl.Z2= Zl'Z2=
. TT . (—2T
1e'2 | 46! (T)
e) 1 _ 2 _
T . (—2T Zy Zy
1e'2 | 46! (59
f) (z1)° = (z)° =
. TT
2e'3
g) Z1 . Zy = Z1. Zp =
—TT . T
3e'z2 | 2e'2
h) Z_ 4 _
3 e‘_Tn 2 e‘% % Z2
i) (21)30 = (21)30 =
-1
i =%
e 2

Solution de ’exercice 8

2 j -1
a) z1.2,=12¢' 2 7.2, =12¢' 12
Z 4 .-7m VA 4 .-7m
b) _1=_e‘ 12 _1=_e‘ 12
Z, 3 Zy

10 ; —1om i 2" 2 vz, 1 I q 5T 5 i 5T i
c) (z)'® =1024e" "3 =1024e' 3 d)z,. z, =4e' s e)z—=ze §=ces f) (z,)> =32e'3 =32¢'3 Q)
2
7, . 2, = 6ei° h)z_:z %ei(—n:) = %ein i) (2,)3° = i (C15™) = gim,
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5. Factorisation— TC1 5 ieme
Exercice 9: TC15ieme 2019

On considére, dans I"ensemble des nombres complexes, I"équation (E): z°—27=0
1) Montrer que le nombre complexe z, =3 est une solution de (E).

2) Démontrer que (E) peut s”écrire sous la forme : (z —3)(az2 +bz +c): 0 oua, betcsont trois
réels que I"on déterminera.

3) Résoudre I"équation (E).

Exercice 10 : TC1 5ieme 2018

On considere le polyndbme P défini sur C par :
P(z)=2z3—22-2z—-12
1) Montrer que le nombre complexe z, = 3 est une solution de |"équation P(z) = 0.
2) a) Déterminer lesréels a et b telsque P(z) = (z —3)(z% + az + b).
b) En déduire les solutions dans C de I"équation P(z) = 0.

Exercice 11 : TC1 5 iéme 2017
On considere, dans I"ensemble des nombres complexes C, le polynéme P défini par :

P(z)=z* -62°+24z° —182 +63.
1) Calculer P(i\/§) et P(— i\/§).
Qu’est-ce qu”on peut en déduire ?
2) Déterminer les réels a et b tels que P(z)= (2% +3)(z% +az+h).

3) En déduire les solutions de I’équation P(z)=0.

Exercice 12 : TC1 5 iéme 2016
On considere le polyndéme P(z) = z3 — 6z% + 16z — 16.
a) Déterminer les réels b et c tels que pour tout z de C, on ait
z3— 6z 4+ 16z—16 = (z—2)(z* + bz + 0).
b) En déduire les solutions dans € de 1’équation z3 — 6z% + 16z — 16 = 0.

Solution des exercices 9 a 12

Exercice9: 1)(3)3—27=0 2)a=1,b=3,c=9 3)5:{3;‘73+32—“§i;‘73—ﬁi}

2

Exercice 10: 1)P(3)=0 2a)a=1,b=2,c=4 b)S={3;-1+V3i;-1—-V3i}

Exercice 11: 1) P(i\/?) =0, iv3 est racine de P, P(—i\/§) = 0,—iV3 est racine de P
2)a=-6b=21, 3)S={iV3;—-iV3;3+2V3i,3-2V3}

Exercice12: a) b=—-4,c=8 3)S={2;2+4+2i;2—-21i}
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6. Ensembles de points
Exercice a faire avec le professeur.
Exercice 13

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (0; 4, v).
Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels que:

a) |z| =1,

b) |1z—2—1i| =2;

) lz=-3|=|z—-1-1i.
Représenter ces ensembles de points dans le plan.

Exercice a faire seul.
Exercice 14

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (0; U, v).
Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels que:

a) |z| =3;

b) |z—3+ 2i|] =4;

c) lz+2—i|=|z+3il.
Représenter ces ensembles de points dans le plan.

Solutions

Ex.13: a) L'ensemble des points est le cercle de centre O et de rayon 1.
b) L'ensemble des points est le cercle de centre I(2; 1) et de rayon 2.
c) L'ensemble des points est la médiatrice du segment [AB] avec A(3;0) et B(1;1).

Ex.14: a) L'ensemble des points est le cercle de centre O et de rayon 3.
b) L'ensemble des points est le cercle de centre I(3; —2) et de rayon 4.

c) L'ensemble des points est la médiatrice du segment [AB] avec A(—2; 1) et B(0; —3).

Nombres complexes
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7. Tests Communs de 4°

Exercice 15: 2014
Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

Soit le polyndme (z) = z3 - z% - 3z + 27.
1) Montrerque (z) = (z + 3)(z%- 4z + 9).
2) Reésoudre dans C I"équation P(z) = 0.

Partie B
Soient A, B et C les points d"affixes respectives :
a=-2V3-2i, b = —4ietc = 2V3 + 2i.

1 a) Calculer le module et un argument de chacun des nombres a, b, c.
b) En déduire la forme trigonométrique et la forme algébrique de a3.

c) En utilisant les formes algébriques de b et ¢, calculer %
d) En utilisant les formes trigonométriques de a et c, calculer a.c.

2 a) Placer les points A, B et C dans le plan complexe muni d‘un repére
orthonormal ( 0,u,v).
b) Déduire de 1a) que les points A, B et C appartiennent a un méme cercle (C).
Déterminer, en justifiant, son centre et son rayon.
c¢) En déduire que le triangle ABC est rectangle.
d) Calculer I’affixe du point D tel que ABCD soit un rectangle.
e) Tracer le cercle (C), le point D ainsi que le rectangle ABCD.

Exercice 16: 2013
u+v= i(\@+1)
u-v=2+i(1-+3)

1°) Résoudre dans C le systéme

2°) Soit u=1+i et v=—1+i\@.
a) Ecrire u et v sous forme trigonométrique.

b) En déduire la forme trigonométrique et la forme géométrique de u®.

3°)  a) En utilisant les formes trigonométriques de u et v, donner la forme trigonométrique de —.
v
- . . u
b) En utilisant les formes algébriques de u et v, donner la forme algébrique de —.
v

c) En déduire les valeurs exactes de cos(—i—Zj et de sin(—i—gj :

Nombres complexes
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Exercice 17: 2012
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O; ﬁ; \7).

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
Partie A

Soit le polyndme P(z)=z°® —4z% +62—4.
1)  Montrer que P(z)=(z—2)z2 —22+2).
2)  Résoudre dans C I"équation P(z)=0.
3) Placer dans le plan complexe les points A, B et C d”affixes respectives :
2,=2,2y=1+ietz. =1-i
4)  Calculer le module et un argument de chacun des nombres z,, z;, z..

5)  Montrer que le triangle ABC est rectangle isocele .
6) En déduire I"affixe du centre 2 et le rayon du cercle (C) passant par les points A, B et

C.
Partie B

Soit le nombre complexe z =2 +i+12 .

1)  Ecrire z sous forme trigonométrique.

2)  Donner la forme algébrique de z°.

Exercice 18: 2011
Pour tout nombre complexe z on définit : P(z) = z° +2(v2 —1)z? + 41—~/2)z -8

1. Monter que z, =2 estune racine de P.

2. Endéduire que P(z) = (z—2)(z° + 2422 + 4).

3. Reésoudre dans C I’équation P(z) = 0 en appelant z, et z, les solutions non réelles de cette
équation, z, ayant la partie imaginaire positive.

4. a) Placer, dans le plan muni d’un repére orthonormal direct (O; U,\7) d’unité 2 cm, les points

A d’affixe 2, B et C d’affixes respectives z, et z,.

b) Vérifier que A, B et C sont placés sur le méme cercle de centre O dont on déterminera le

rayon.

5. Déterminer la forme trigonométrique de z,, z, et z,, puis calculer zllo.

12
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Exercice 19: 2008

Soit P le polyndme défini par: P(z)=z* +2z + 4

1.

Résoudre I"équation P(z) = 0dans I"ensemble des nombres complexes C.

On appelle z, la solution dont la partie imaginaire est positive et z, |"autre solution.

Quelle est la relation entre z,, z, et le terme constant de P(z)?

Mettre z et z, sous la forme trigonométrique.

Soit z, = 2/3 - 2i

Donner la forme trigonométrique de z,.

Soit z, :(—1+ \/§i)' Z,

Faire le calcul en utilisant les formes trigonométriques d"une part et puis les formes algébriques

d"autre part. Donner z, sous la forme trigonométrique et sous la forme algébrique.

—1—\/§i.

Soit z, =
ZS

Faire le calcul en utilisant les formes trigonométriques d”une part et puis les formes algébriques
d"autre part. Donner z, sous la forme trigonometrique et sous la forme algébrique.

Calculer (z,)°. La forme trigonométrique sera suffisante.

Montrer que (z,)° -(z;)* =4°.

Exercice 20: 2007

1. Résoudre dans I"ensemble C I'équation: z2 +4+/3z +16=0.
On note z; la solution dont la partie imaginaire est positive et z, I"autre solution.

2. Soit le nombre z, =-2+2i.

3. On considére le nombre Z =

a) Ecrire chacun des nombres z3, z, et zz sous la forme trigonométrique.

b) Construire avec precision les points A;, A, et Az d’affixes respectives z;, Z, et zzdans le plan
complexe (O;u;Vv).

zy

zy

a) Calculer le module et un argument de Z.

b) Ecrire Z sous forme algébrique.

Nombres complexes

13



Solution des exercices 15 a 20

Exercice 15. Partie A. 2) S = {—3; 2-5i;24+45 i}. Partie B. 1a) |a| = 4, ArgumentPrincipal(a) = _Tf’”,
|b| = 4, ArgumentPrincipal(b) = i |c| = 4, ArgumentPrincipal(c) = E ;1b)a® = —641i; 1c)

% = —%—gi; 1d)a.c =16 (cosT+ lsm—) 2b) OA = OB = OC = 4 d'ou A, B et C appartiennent au

cercle (C) de centre 0 et de rayon 4; 2c) [AC] est un diamétre du cercle (C) (carT = 0) et la question 2b
impliquent que le triangle ABC est rectangle (en B); 2d) d = 4i.
Exercice 16. 1) u =14i,v=—1++/3i;2a)u = \/f(cosz+ isinE) v=2 (cosz—n + isinz—n); 2b)

u3 —2\/_(cos—+151n ) 3a )—=\/2_(COS—+lSIH ) 3b) _1:\/— 1+4\/_l 3¢) cos 521r=«/8:/7et
-5m _ V642

sin— = — :
12 4

Exercice 17. Partie A.2) S = {2;1 — i;1 + i};4) |z4| = 2, ArgumentPrincipal(z,) = 0, |zz| = V2,
ArgumentPrincipal(zg) = E |zc| = V2, ArgumentPrincipal (z;) = _—n' : 5) isocele: AB = AC = /2,
rectangle (en A): AB.AC = 0; 6) Zg =
1)z = (cos; + lsmg) 2)z> =512 —i 512\/§.

Exercice 18.1) P(zy) = 0;3) 29 = 2,2, = —V2 +V21i,2, = —V2 —/21i; 4b) 0A = OB = OC = 2 = rayon;
5) 2z = 2(cos 0 + isin0), z; = 2 (cos3—n + isin%n) Zy =2 (cos_[}ﬂ + isin_TM), z;10 = -1024 i.

Z—B+ZC = 1 (car Q est le centre du segment [BC]), rayon = 1. Partie B.

Exercice19.1)21=—1+\/3_’i z, =—1— \/§l 2)21—2(cos—+151n ) zz=2(cos_72n+isin_72n);

3) z3 =4(cos%ﬂ+15m ) 4) z, = 8i = 8(COS—+l sin ) 5) z5 —_—l=—(COS—+l sin ) 6)
(z4)° = 327681.
Exercice 20.1) z; = —2V/3 + 2i,2z, = —2\/3 —2i;2a)z; = 4 (coss?n+ isins?n) yZy = él(cos_%7r +

. . 5w _ 3m . . 3m), _1 . _Tm, _1 V3.
LSIHT) ,Z3 = Zﬁ(cos T isin 4), 3a) |Z] = " ArgumentPrincipal(Z) = S 3b)Z = et 2
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